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제 14 강. 연속시간 푸리에 급수 (2)

(제 5 장. 연속시간 주기 신호의 주파수 해석: 연속시간 푸리에 급수)

박섭형

한림대학교 전자공학과

한림대학교 박섭형 Python과 함께 배우는 신호 해석 제 14 강. 연속시간 푸리에 급수 (2) 1



Python
과 함께
배우는 신호
해석

박섭형

연속시간
푸리에
급수의 성질

Python을
이용한
연속시간
주기 신호의
푸리에 급수
분석 및 합성

Python
실습

시비율이
다른 주기
함수의
푸리에 급수
계수 비교

배울 내용

연속시간 복소 주기 함수 공간과 내적

연속시간 복소 주기 함수 공간의 직교 정규 기저 함수

연속시간 주기 신호의 주파수 분석: 연속시간 푸리에 급수 (CFS:
continuous Fourier series)분석과 합성

구형파와 삼각파의 푸리에 급수 분석과 합성 예

연속시간 푸리에 급수의 특성과 주요 성질

Python을 이용한 연속시간 주기 신호의 푸리에 급수 분석 및 합성

시비율이 다른 주기 함수의 푸리에 급수 계수 비교
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연속시간 푸리에 급수의 중첩 특성

연속시간 푸리에 급수는 선형 변환이며, 중첩 특성을 가진다.

F{x̃(t)} = ck =
1

T0

∫ T0

0

x̃(t)e−j 2π
T0

ktdt, (5.27)

F{ỹ(t)} = dk =
1

T0

∫ T0

0

ỹ(t)e−j 2π
T0

ktdt. (5.28)

F{ax̃(t) + bỹ(t)} =
1

T0

∫ T0

0

{ax̃(t) + bỹ(t)}e−j 2π
T0

ktdt

= a 1

T0

∫ T0

0

x̃(t)e−j 2π
T0

ktdt + b 1

T0

∫ T0

0

ỹ(t)e−j 2π
T0

ktdt

= ack + bdk. (5.29)

즉,
ax̃(t) + bỹ(t) ⇔ aF{x̃(t)}+ bF{ỹ(t)} = ack + bdk. (5.30)
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연속시간 푸리에 급수의 시간 지연 특성

기본 주기가 T0인 연속시간 주기 신호 x̃(t)의 푸리에 급수 계수를 ck라 하자

F{x̃(t − t0)} =
1

T0

∫ T0

0

x̃(t − t0)e−j 2π
T0

ktdt, (5.31)

여기에서 τ = t − t0라 두면, t = τ + t0, dt = dτ이므로 위 식은 다음과 같이 쓸
수 있다.

F{x̃(t − t0)} =
1

T0

∫ T0

0

x̃(τ)e−j 2π
T0

k(τ+t0)dt

=
1

T0

∫ T0

0

x̃(τ)e−j 2π
T0

kτe−j 2π
T0

kt0dt (5.32)

= e−j 2π
T0

kt0ck.
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켤레 복소수 신호의 푸리에 급수

F{x̃∗(t)} =
1

T0

∫ T0

0

x̃∗(t)e−j 2π
T0

ktdt

=

(
1

T0

∫ T0

0

x̃(t)ej 2π
T0

ktdt
)∗

(5.33)

= (c−k)
∗
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실수 신호의 푸리에 급수의 켤레 대칭성

연속시간 주기 신호 x̃가 실수 신호이면, c∗k = c−k를 만족한다.

c∗k =

(
1

T0

∫ T0

0

x̃(t)e−j 2π
T0

ktdt
)∗

=
1

T0

∫ T0

0

x̃∗(t)ej 2π
T0

ktdt (5.34)

=
1

T0

∫ T0

0

x̃(t)ej 2π
T0

ktdt

= c−k
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반전 신호의 푸리에 급수

연속시간 주기 신호 x̃의 시간 반전된 신호 x̃(−t)의 푸리에 급수는 다음과 같다.

F{x̃(−t)} =
1

T0

∫ T0

0

x̃(−t)e−j 2π
T0

ktdt. (5.35)

여기에서 τ = −t라 두면, t = −τ, dt = −dτ이므로 위 식은 다음과 같이 쓸 수
있다.

F{x̃(−t)} =
1

T0

∫ −T0

0

x̃(τ)e−j 2π
T0

k(−τ)
(−dτ)

=
1

T0

∫ 0

−T0

x̃(τ)e−j 2π
T0

(−k)τdτ (5.36)

= c−k.
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연속시간 푸리에 급수의 주요 성질 요약

선형성 F{ax̃(t) + bx̃(t)} = ack + bdk

시간 지연 F{x̃(t − t0)} = e−j 2π
T0

kt0ck

주기적

콘볼루션
F

{∫
<T0>

x̃(τ)ỹ(t − τ)dτ
}

= ckdk

곱셈 F{x̃(t)ỹ(t)} =

∞∑
l=−∞

cldk−l

신호의 미분 F
{

d x̃(t)
dt

}
= jk 2πT0

ck

시간 반전 F{x̃(−t)} = c−k

신호의 공액 F{x̃∗(t)} = c∗(−k)

실수 신호 c∗k = c−k

파스발의 정리
1

T0

∫ T0

0

|x̃(t)|2dt =
∞∑

k=−∞

|ck|2
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이산 푸리에 변환과 연속 푸리에 급수 비교

이산 푸리에 변환 연속 푸리에 급수

이산시간 주기 신호, x̃[n] = x̃[n + N] 연속시간 주기 신호, x̃(t) = x̃(t + T0)]

이산 푸리에 변환 푸리에 급수 분석

X[k] =
N−1∑
n=0

x̃[n]e−j 2πN nk, ak =
1

T0

∫ T0

0

x̃(t)e−j 2π
T0

ktdt,

k = 0, 1, · · · ,N − 1. k = 0,±1,±2 · · · ,±∞.

역 이산 푸리에 변환 푸리에 급수 합성

x̃[n] = 1

N

N−1∑
k=0

X[k]e+j 2πN kn, x̃(t) =
∞∑

k=−∞

akej 2π
T0

kt
.

n = 0, 1, · · · ,N − 1.
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Python 실습: 구형파의 분석 및 합성

다음은 주기가 1이고, 시비율 (duty cycle)이 0.5인 구형파의 푸리에 급수
분석과 합성을 실행하는 Python 스크립트이다.

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3

4 SMALL = 1.e-5
5 dt = 1 / 1000.
6 t = np.arange(0, 1., dt)
7 T0 = 1.
8 f0 = 1/T0
9 w0 = 2 * np.pi * f0

10 xt = 1. * (t < 0.5)
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Python 실습: 구형파의 분석 및 합성

12 Nmax = 31 # Maximum number of harmonics
13 # Calculation of harmonics
14 a = np.zeros(2*Nmax+1).astype('complex')
15 magResponse = np.zeros(2*Nmax+1).astype('float')
16 phaseResponse = np.zeros(2*Nmax+1).astype('float')
17

18 krange = np.arange(-Nmax, Nmax+1)
19 for k in krange:
20 x1 = xt * np.exp(-1j * w0 * t * k)
21 a[k-Nmax-1] = dt * f0 * sum(x1)
22

23 # Synthesis
24 xN = np.zeros(len(t)).astype('complex')
25 for k in krange:
26 xN = xN + a[k-Nmax-1] * np.exp(1j*w0*k*t)
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Python 실습: 구형파의 분석 및 합성

28 magResponse = np.abs(a)
29 phaseResponse = np.angle(a)
30

31 phaseResponse = phaseResponse * (magResponse > SMALL)
32 phaseResponse = phaseResponse - np.pi \
33 * ( phaseResponse > np.pi/2)
34 phaseResponse = phaseResponse + np.pi \
35 * ( phaseResponse < -np.pi/2)
36

37 ax_org = plt.subplot(411)
38 plt.plot(t,xt)
39 ax_org.set_ylim(-0.1, 1.1)
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Python 실습: 구형파의 분석 및 합성

41 ax_mag = plt.subplot(412)
42 ax_mag.stem(krange, magResponse)
43 ax_mag.set_xlim(-Nmax, Nmax)
44

45 ax_phase = plt.subplot(413)
46 ax_phase.stem(krange, phaseResponse)
47 ax_phase.set_xlim(-Nmax, Nmax)
48 ax_phase.set_yticks([-np.pi/2, 0, np.pi/2])
49 ax_phase.set_yticklabels(["$-\\frac{\pi}{2}$", \
50 "0", "$\\frac{\pi}{2}$"])
51

52 plt.subplot(414)
53 plt.plot(t,xN.real)
54 plt.show()
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Python 실습: 구형파의 분석 및 합성

이 스크립트를 실행하면 다음 그래프를 볼 수 있다.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

30 20 10 0 10 20 30
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

30 20 10 0 10 20 30

−π
2

0

π
2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2

그림 5.1: 수치 해석 방법으로 분석한 사각파의 푸리에 급수. 위로부터 원래 신호, 크기
스펙트럼, 위상 스펙트럼, N = 31로 복원한 신호.
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Python 실습: 구형파의 분석 및 합성

연습 문제 5.1
앞의 Python 스크립트에서 줄번호 31 ∼ 35 사이를 주석 처리하고 스크립트를
실행해 보자. 크기 스켁트럼에는 큰 차이가 없지만 위상 스펙트럼이 무질서하게
나오는 것처럼 보일 것이다. 그 이유가 무엇인지 생각해 보자.
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Python 실습: 삼각파의 분석 및 합성

앞의 Python 스크립트 중에서 10 번째 줄을 다음과 같이 수정하면 삼각파의
신호에 대해서도 분석과 합성을 할 수 있다.

xt = 2 * t * (t <= 0.5) + (2- 2*t) * (t>0.5)

한림대학교 박섭형 Python과 함께 배우는 신호 해석 제 14 강. 연속시간 푸리에 급수 (2) 16
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그림 5.2: 수치 해석 방법으로 분석한 삼각파의 푸리에 급수. 위로부터 원래 신호, 크기
스펙트럼, 위상 스펙트럼, N = 31로 복원한 신호.
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구형파에서펄스의폭이 τ이고주기가 T0인구형파 x̃(t)가
[
−T0

2
, T0

2

)
구간에서

다음과 같이 표시된다.

x̃1(t) =


0, −T0

2
≤ t < − τ

2

1, − τ
2
≤ t < τ

2

0, τ
2
≤ t < −T

2

. (5.37)

그리고 x̃(t)의 푸리에 급수 계수 ak가 다음과 같이 주어진다.

ak =
sin πkτ

T0

πk . (5.38)

τ = 1일 때, T0 = 2, 5, 10인 세 경우에 대해서 한 주기 동안 x̃(t)와 ak의
그래프를 그려서 비교해 보자. 푸리에 급수 계수 ak에서 k는 −∞ < k < ∞의
범위에 존재한다. 즉, 구형파에 존재하는 주파수 성분의 개수가 무한대이다.
위의 그래프는 이 가운데 일부만 나타낸 것이다. 세 경우의 그래프에서 T0ak의
차이를 유심히 비교해 보자. T0ak의 그래프에서 가로 축은 k가 아닌 f = k

T0
인

것에 유의하라.한림대학교 박섭형 Python과 함께 배우는 신호 해석 제 14 강. 연속시간 푸리에 급수 (2) 18
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(1) T0 = 2일 때, ak =
sin πk

2

πk

t
−10−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

1
x̃(t)

(a) x̃(t)의 그래프.

k0

ak

0.5

−3 −2 −1 0 1 2 3
f

T0ak

1

(b) ak의 그래프. (c) T0ak의 그래프.

그림 5.3: T0 = 2일 때, x̃(t), ak와 T0ak의 그래프. 단, f = k
T0
이다.
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(2) T0 = 5일 때, ak =
sin πk

5

πk

t
−10−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

1
x̃(t)

(a) x̃(t)의 그래프.

k0

ak

0.2

−3 −2 −1 0 1 2 3
f

T0ak

1

(b) ak의 그래프. (c) T0ak의 그래프.

그림 5.4: T0 = 5일 때, x̃(t), ak와 T0ak의 그래프. 단, f = T0k이다.
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(3) T0 = 10일 때, ak =
sin πk

10

πk

t
−10−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

1
x̃(t)

(a) x̃(t)의 그래프.

k0

0.1

ak

−3 −2 −1 0 1 2 3
f

T0ak

1

(b) ak의 그래프. (c) T0ak의 그래프.

그림 5.5: T0 = 10일 때, x̃(t), ak와 T0ak의 그래프. 단, f = T0k이다.
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구형파의 펄스의 폭은 변화시키지 않은 채 주기를 점점 크게 하면 기본
주파수 f0의 크기가 감소하며 시비율은 작아진다.
세 경우의 기본 주기가 각각 2, 5, 10이고, 기본 주파수는 각각 1

2
, 1

5
, 1

10
Hz

이다.

주기가 점점 커지면서주기구형파의푸리에급수계수에주기 T0를곱해서
얻은 신호의 전체적인 모양에는 변화가 없고 푸리에 급수의 계수는 점점
연속 주파수 신호에 근접해 가는 것을 볼 수 있다.

그림 5.3의 (c), 그림 5.4의 (c), 그리고 5.5의 (c)에서 고조파 번호 k는
주파수 영역에서 kf0에 해당하기 때문에 주기 T0가 증가하면서 주파수
영역에서의 샘플 사이의 간격은 각각 1

2
, 1

5
, 1

10
Hz가 된다. 그렇지만 세

그래프에서 모두 k가 증가하면서 처음으로 크기가 0이 되는 곳의 주파수는
각각 1

2
· 2 = 1, 1

5
· 5 = 1, 1

10
· 10 = 1 Hz가 된다.

극단적으로 T0 → ∞가 되면서 선 스펙트럼의 주파수 간격이 0으로
접근하게 되어 연속 스펙트럼으로 변하게 될 것이라는 것을 짐작할 수 있다.

뒤에서 살펴 보겠지만 연속 비주기 함수의 푸리에 변환 결과는 주파수
영역에서 연속 스펙트럼이 된다.
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